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1 Johdanto

Fotogrammetriassa kaytetdan kuvia kohteen mittaamiseen. Kuvamittauksia varten on
tyypillisesti selvitettéava sisainen orientointi eli minkalainen projektiosédekimppu on kuvan
muodostanut, ulkoinen orientointi eli mé&aritettdva, miten tadma sadekimppu sijaitsi
kuvaushetkelld avaruudessa seka pyrittava poistamaan projektiivista geometriaa rikkovia
kuvavirheitd. Kuville tallentuu paljon tietoa, jota e voi kayttda hyvéksi ilman tietamysta
kuvan geometrisista ominaisuuksista. Fotogrammetriassa on viime aikoina keskitytty
voimakkaasti kayttdmaén mittauksissa kahta tai useampaa kuvaa, mika tarjoaakin hyvin
vankan mittausgeometrian. Tydssani olen kuitenkin halunnut esitella myds niita yksittéisen
kuvan geometrisia ominaisuuksia, joita voisi kéyttéa hyvéksi yksikuvamittauksissa. Suurin
osa teoriasta toki on suoraan kaytettavissa myos stereokuvien tai kuvablokkien tapauksessa.
Kuvassa 1 on koottuna tarkeimpia yksittdisen kuvan geometrisia ominaisuuksia, joita
kasitellaan myohemmin tarkemmin.
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Kuva 1. Viigokuvan geometriaa. Kaytetyt symbolit: v on kuvan suurin kallistus luoti-
suoragta, 0 on kuvakallistus horisontin suhteen, ¢ on kameravakio, O on kameran projek-
tiokeskus, p on kuvan paapiste, n on kuvan nadiiripiste, | on paapystysuoran ja todellisen
horisontin leikkauspiste, v on kuvalla ndkyvan horisontin ja paapystysuoran leitkkausjai on
kuvan isosentripiste. [11]



2 ldeaalisen kuvan geometrisia piirteitd ja muunnoksia

2.1 Kameran projektiokeskus

Suurimman osan kameroista voidaan olettaa tuottavan keskusprojektiokuvia eli kaikki
systeemiin tulevat sdteet kohtaavat kameran projektiokeskuksessa (O) (kuva 2). Keskus-
projektiossa on epdatkuvuuskohta ns. katoamistasossa, jolloin kohdepiste e projisoidu
kuvatasolle [7]. Katoamistaso on kuvatason suuntainen ja se kulkee projektiokeskuksen
kautta. Jos tarkastellaan vain katoamistason yl& tai alapuolella olevaa puoliavaruutta,
keskusprojektiokuvaa voidaan kutsua perspektiivikuvaksi [7], [24]. Jos kuva on projisoitu
pallopinnalle tason sijaan, ei synny katoamistasoa ja perspektiivikuva on jatkuva. Kameran
projektiokeskuksen sijainti ja kuvakierto maarittavat kuvan ulkoisen orientoinnin.

*[ikameran
4 projektiokeskus (O)

positiivi

v

kohde

Kuva 2. Kaikk sateet menevat kameran projekti okeskuksen (O) kautta.

2.2 Kuvan péaapiste

Kameraoptiikan kuvausakselin ja kuvatason kohtisuoraa leikkauspistetté kutsutaan kuvan
padpisteeksi (p) (kuva 1). Padpiste el valttaméttd ole sama kuin kuvan keskipiste.
Pagpisteen 10ytamiseksi on kehitelty useita eri menetelmig, joista ehkéa kéytetyimmét ovat
autokollimaatiomenetelmét, testikenttékalibrointi seka itsekalibrointi.

Laboratorio-olosuhteissa autokollimaattorilla [0ydettya pédpistetta voidaan kutsua auto-
kollimaatiopisteeksi (principle point of autocollimation) [24]. Autokollimaattori antaa
yhdensuuntaisen sadekimpun linssisysteemiin. Papiste méérittyy, kun kameraan tulevat
yhdensuuntaiset séteet ovat kohtisuorassa kuvatasoon ndhden [24].

Testikenttakalibroinnista ssadaan kohteesta mitattujen tunnettujen pisteiden avulla laskettua
ns. parhaan symmetrian paapiste (principle point of best symmetry), joka on tarkoitettu
kaytettavéksi [&hinna linssivirheiden korjaamiseen yhteydessa [24]. Ka&ytdnnoss, koska



linssivirhettd esiintyy aina, parhaan symmetrian padpiste on kaytetyin paapistetyyppi.
Linssivirheiden korjaamisesta kerrotaan tarkemmin kappaleessa 3.1.

Itsekalibroinnissa ei tarvita lainkaan tunnettuja pisteitd maastosta. Kameralla otetaan kuvia
samana pysyvasta nakymésta eri kuvauskulmista. Kohteessa olevien muuttumattomien
piirteiden avulla voidaan selvittdd kameran sisaiset parametrit. [23] Itsekalibrointi-
menetelmidon useita erilaisia

Paépiste voidaan myds 10ytéd kuvalla esiintyvien, kohteessa samansuuntaisten, taitevii-
vojen avulla. Samansuuntaisia taiteviivoja tarvitaan ortogonaalisesti kolmeen eri suuntaan.
Jos taiteviivat ovat kohteessa ortogonaalisesti vaaka- seka pystytasoissa, voidaan selvittéa
lis&ksi horisontin ja nadiiripisteen sijainti. Samansuuntaiset taiteviivat kohtaavat pako-
pisteessa (kuva 3). Kuvan padpiste (p) yhtyy pakopisteiden Vi, V. ja V3 muodostaman
pakopistekolmion ortosentriin eli korkeusjanojen leikkauspisteisiin (kuva 3) [16]. Pako-
pisteista ja -suorista kerrotaan enemman luvussa 3.1.

Eri menetelmill& saadut paépisteet olisivat samat, jos kamerasysteemissa @ olisi virheita.
Virheiden takia ndin e kuitenkaan kaytannossd ole. Menetelmien eroavuudet ja yhteen-
sopivuus olisikin hyva tutkimuksen aihe.

Perinteisissa kalibroiduissa mittakameroissa pagpisteen sijainti on yleensa merkitty reuna

merkkien avulla. Digitaalisilla kameroilla otetuissa kuvissa p&apiste on helppo ilmoittaa
kuvan pikselikoordinaatteina, jolloin reunamerkkej& ei endatarvita.

V1 | todellinen horisontti Vo

kuva

Kuva 3. Kuvan padpise (p) yhtyy pakopisgeden Vi, V. ja V3 muodostaman pakopiste-
kolmion ortosentriiniin eli korkeusjanojen leikkauspisteisin. Kuvan tapauksessa pakopiste
V3 on kuvanadiiri (n). [16], [9], [21]

Kuvan 1 mukaan voidaan kuvan paépisteelle |10ytaa seuraavia yhteyksia:

pv=c-tano, 1)



pl =c-tand = )
pn
ﬁ:c-tan% ©)
n=c-tany =——=— 4
p v 0 4)
[11].

2.3 Kameravakio

Kameravakio (c) on kameran projektiokeskuksen (O) ja kuvatasolla olevan paépisteen (p)
valinen etaisyys. Projektiokeskuksesta pagpisteeseen vedetty suora on kohtisuorassa kuva-
tasoon nahden. Jos kamerasysteemissa el olisi virheitd ja fokusointi olisi &érettomyyteen,
kameravakio olisi sama kuin kameran polttovali (f) [10]. K&ytanndssa kuitenkin virhetta
aina on ja kameravakio onkin I&hinna laskennallinen kameran kalibroinnista saatu suure
ilman suoraa fysikaalista vastaavuutta (kalibrointimenetelmista oli esittely kappaleessa 2.2).
Fokusoinnilla voidaan tarkentaa eri etéisyyksilla olevia kohteita, jolloin myds polttovdli ja
kameravakio muuttuvat.

kuvataso

kohdetila

linsg systeemin
paataso

Kuva 4. Yks nkertai stettu linssjarjestelméan kaaviokuva. Samansuuntai set sateet (esim. koh-
teesta A) taittuvat linsgjarjestelman etummai sessa padtasossa optisen akselin suuntai sekd .
Takimmaisessa padtasossa sade taittuu dten, et kaikki samansuuntaiset siteet osuvat
polttotasolla samaan pisteeseen. Optiseen akseliin osuvan tulo- ja lahtésiteen tulis olla
samansuuntaisa. Polttovali (f) mitataan takimmaisesta linss syseemn paatasosta fokus-
tasolle. |deaalisessa systeemssa, jossa @ ole virhetta, polttovali (f) vastaa kameravakiota

(©. 91, [13]

Kameravakio voidaan kameran laboratorio-, testikentté tai itsekalibroinnin lisdksi ratkaista
my0ds kohteessa nékyvien yhdensuuntaisten suorien avulla. Y hdensuuntaisten suorien avulla
voidaan etsia nakyva horisontti ja pakopisteet (kappale 2.8). Pakopistekolmion koko
maarittdd kameravakion suhteessa kuvakoordinaatteihin. Kun muistetaan, ettéd kameran
optinen akseli on kohtisuorassa kuvatasoon nahden ja kulkee paépisteen kautta, voidaan
kuvasta 3 lukea yhteyksia:



c=1/(pl)pn) = (% —X)2+(y0—yn)2
c=(prfpv,) = (%, oY) (5ab.c)

c= \/(Dl"xsz):\/ (X —sz) +(y0 ~ W)

missé (X,, Y,) on kuvan pagpiste, (x,,,) kuvan nadiiripiste ja (X, Y1) k& (X5, Yy2)
ovat horisontilla sijaitsevat katoamispisteet [11] [2] (kuva 3).

Tarkkuus paranee, kun otetaan ndiden kolmen tuloksen keskiarvo. Lisdksi on |0ydettavissa
kuvalta esimerkiksi seuraaviayhteyksia (kuva 1):

pv
= 6
tano, ©
pl
C=— 7
e (7
c=ilsinv =il coso (8)
c=—P €
|4
tan—
2
c=— _ bntang . (10)
tanv
[11]

2.4 Todellinen ja nakyva horisontti

Todellinen horisontti eli kuvahorisontti e fyysisesti ndy kuvalla, mutta on mééritettavissa
Todellinen horisontti kuvalla on kameran projektiokeskuksen kautta kulkevan vaakasuoran
tason ja kuvan vélinen leikkaus (kuva 1).

Néakyva horisontti on kuvatasolla alempana kuin todellinen horisontti ja voi osua kuva-
alueelle, jos kuvan kallistuskulma on riittédvan suuri. N&kyva horisontti el ole suora viiva
vaan kaareva, koska maa on pyored. Todellisen ja ndkyvan horisontin eron suuruus on
riippuvainen kameran projektiokeskuksen korkeudesta. Poikkeaman horisonttien vélille
aiheuttaa maankaarevuus seka refraktio eli séteen taipuminen ilmakehdssa. Naistd on
kerrottu enemman kappaleissa 3.2 seka 3.3.

Orientoinniltaan tunnetun kuvan todellisen horisontin yhtéo voidaan kirjoittaa:
(X_ Xo)(rlzrzs —Iy r13) + (y - yo)(r21r13 - r11r23) + C(rlz My — rurzz) =0, (11)

joten suoran kulmakerroin on

| PO GRS N
k=—-"22 28 _igni. (12)
Mls =Tl



Yhtéloissa ry,..r,,, ovat kolmiulotteisen kiertomatriisin elementtejd, (X,,y,) Kkuvan
padpiste, c on kameravakio ja k on kuvakierto. [19]

Katoamissuoran yhtdlo eli todellisen horisontin yhtdo voidaan saada my6s asettamalla
projektiivisen muunnoksen (kaava 28) tai kollineaarisuusyhtéldiden (kaava 32) nimittéjat
nolliksi [1]:

2.5 Kameran suurin kallistus

Kameran suurin kallistus voidaan esittéa joko todellisen horisontin suhteen (6) tai sitten
luotisuoran suhteen (v). Vertailu tehdddn aina kuvausaksdliin ndhden, joka on kuvassa 1
janan Op suuntainen. Naiden kahden kulman valilla pétee yhteys

v =90°—0 =90°— (0, +6,). (13)

2.6 Nadiiri- ja zeniittipisteet

Nadiiripiste (n) on kuvatason ja kameran projektiokeskuksesta (O) lahtevan luotisuoran
leikkauspiste (kuvat 1 ja 5). Etaisyys kuvan padpisteesta nadiiripisteeseen ( pn) saadaan
laskettua kaavasta (4) [11]. Nadiiripisteen etdisyys padpystysuoran ja todellisen horisontin
leikkauspisteeseen (1) saadaan laskettua

- c c

| =— =— (14)
(sin@)cos(@) (sinv)cos(v)
[11].
zeniitti o
kuvataso
proj ektio- o
keskus projektio-
> 90° keskus
kuvataso \ < gpe
®  nadiri

Kuva 5. Nadiiri ja zeniitti.

Nadiiripistetta el voida mé&arittda, jos kuvataso on kiertynyt vaakatasosta yli 90 astetta eli
nakosade on horisontin yldpuolella, koska kuvataso ei osu nadiiriin vaan zeniittiin (kuva 5).



Zeniitti on nadiiria vastaava piste, mutta kuvan projektiokeskuksen ylépuolella. Etéisyys-
laskut patevét seka nadiirille etta zeniitille. Jos kuvan ulkoinen orientointi on tunnettu,
nadiiripisteen kuvakoordinaatit voidaan laskea kaavoista

r
X, — Xy =——=C
r33
: (15ab)
r
Yn=Yo =—-2c¢
r33

missa X,, Y, on kuvan paapiste, c on kameravakio ja r,,,r,, sekar,, ovat kolmiulotteisen
kiertomatriisin termegj&[19].

Nadiiri- tai zeniittipiste on samalla yksi kolmesta pakopisteesta (vertaa kuvaan 3). Kéytéan-
nossa kohteen kaikkien luoti- €li pystysuorien piirteiden suuntaisesti kulkevat suorat leik-
kaavat kuvatasolla nadiiri- tai zeniittipisteessa.

2.7 lIsosentri

Perspektiivikuvalla ja maastossa vastinkulmat eivét yleensd ole saman suuruisia. Kuva
tasolta on kuitenkin 10ydettavissa pagpystysuorata kaksi pistettd, jossa kuva- ja kartta-
projektiossa kulmat ovat samansuuruisia [16]. Né&itd pisteitd kutsutaan isosentri- tai
fokaalipisteiksi. Maastosta otetuilla valokuvilla sen sijaan isosentripiste on kulmatarkka
vain, jos maasto on tasaista [19]. Isosentrin etéisyys padpisteesta voidaan laskea kaavan (3)
avulla[11]. Etaisyys todellisesta horisontista saadaan kaavasta [ 13]:

l =c[tan%+tan9}:csec9. (16)

Mittakaava isosentripisteessa on sama kuin se olisi nadiirikuvalla, joka olisi otettu samalla
kameralla samasta kuvauspaikasta (kaava 19) [13].

Aikoinaan isosentripiste on ollut kéytannon mittausten kannalta térkea piste kuvatasossa
Esimerkiksi projektiivisen muunnoksen kertoimet (kaava 28) voidaan ratkaista sellaisten
kaavojen avulla, joissa yhtena oleellisena osana ovat erilaiset etéisyydet isosentripisteeseen
[10, s. 730]. Vastaavalla tavalla isosentripisteen avulla voidaan selvittéa viistokuvauksessa
kohteen korkeus tai kuvauskorkeus, kunhan tunnetaan kuvakallistus. Isosentriprojektion
avulla voidaan taas perspektiivikuvalla nékyvan kohteen nurkat projisoida samaan
mittakaavaan, jolloin saadaan selville kohteen todellinen muoto (liite 4). Nama ja muut
vastaavat isosentripisteeseen perustuvat menetelmét ovat kayténnossa kadonneet kdytosta
muiden menetelmien kuten kollineaarisuusyhtéldiden (kaava 32) kehittdmisen ja stereo-
kuvamittausten yleistymisen ansiosta.
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Kuva 6. Kuvatason paapysysuoralta on loydettdvissa kaks kulmatarkkaa pistettd eli
isosentria Wi’ ja Wo'.

2.8 Pakopisteet ja -suorat

Kollineaarisuusehdon mukaisesti kohteen suoran viivat kuvautuvat kuvalla my®s suorina.
Projektio on epdjatkuva, mutta yksikasiteinen. Kollineaarisuusehto toteutuu myods kaan-
teisesti, jos maasto on tasainen — muuten ei. Kaikki kohteessa yhdensuuntaiset suorat
muodostavat projektiotasolla suoraviuhkan. Kaikki viuhkan suorat kohtaavat pakopisteessa
(kuva 7). Kohteessa olevien yhdensuuntaisten suorien suunta ratkaisee, minka tyyppisia
pakopisteita niiden projektiot muodostavat. Kohteessa pystysuorat suorat kohtaavat kuva-
tasolla nadiiri- tai zeniittipisteessd. Kohteessa vaakasuorien suorien muodostamat pako-
pisteet sijaitsevat kuvahorisontilla. Sijainti riippuu suorien maastotasossa mitattavasta suun-
takertoimesta (g =tany ) ja voidaan kirjoittaa kuvan orientoinnin ollessa tunnettu muo-
dossa[19]:



r,+r
' Zlgc

Xy — X% =
r13+r239 , (17)
r,+r,9g

Yo = Yo =B —Z=c
r13 +r239

missa r,,...r.., ovat kolmiulotteisen kiertomatriisin elementtejg, (x,,Y,) Kuvan péapistejac

on kameravakio. Eliminoimalla suuntakerroin g saadaan todellisen horisontin yht&lo
kuvalla (kaava 11).

Nadiiripisteen kuvakoordinaatit voidaan laskea vastaavasti, jos kuvan orientointi on
tunnettu [19]:

r

X, — X, :—rﬁc
= (18)
r

Yo = Yo :_ﬁc
r33

Missa r,,,r,, jar, ovat kolmiulotteisen kiertomatriisin elementtgjd, (x,,y,) Kuvan péé-
piste jac on kameravakio.

todel linen horisontti
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Kuva 7. Kohteen samansuuntaiset suoraparvet yhtyvét pakopisteissa. [16], [5], [21]

Pakopisteiden kayttd sovelluksissa on ollut viime vuosina suositumpaa konenadn puolella
kuin fotogrammetriassa. Suurin syy on se, etta ilmakuvaukset tehd&dn tana paivana lahes
yksinomaan pystykuvauksina. Pysty eli nadiirikuvauksen tapauksessa maaston yhdensuun-
taisten suoraparvien pakopisteet sek& kuvahorisontti ovat kaukana kuva-alueelta ja kuvan
padpiste on ldhella nadiiripistettd. Kuvausjérjestely aiheuttaa se, ettéa pakopisteiden méérit-
taminen on epavarmaa. Luonnollisesti tallaisten epdvarmojen pisteiden kéytto e ole perus-



teltua. Viistokuvien tapauksessa ja ldhifotogrammetriassa fotogrammetriset tutkimukset
ovat padasiassa keskittyneet stereokuvaukseen sen geometrisen vankkuuden takia. Yksit-
taisilta kuvilta sen sijaan pakopisteiden ja -suorien avulla voidaan esimerkiksi selvittda
kuvan orientointi ja kameravakio.

2.9 Mittakaava kuvalla

Mittakaavan tunteminen eri kohdissa kuvaa on yksi tarkeimpia asioita tehtaessa mittauksia
yksittéisiltéa kuvilta. Mittakaava séilyy samana optista akselia kohtisuoraan tietylla etéi-
syydella olevan tason sisdlla Mittakaavan suuruus riippuu kameravakiosta ja mittakaava-
tason etdisyydesta projektiokeskukseen (kuva 8). Pystykuvauksessa mittakaava kuvan eri
puolilla on sama, jos maasto olisi tasaista. Sen sijaan viistokuvalla mittakaava vaihtelee
jatkuvasti pitkin kuvaa. Kuvan mittakaavaluku m on helppo mé&rittéd, jos kohde on
kuvatason suuntainen, kuten esimerkiksi nadiiri- eli pystykuvauksen tapauksessa (tasaiselle
maastolle):

m=—, (29)
c

missé c on kameravakio ja H on kohteen etéisyys kameran projektiokeskuksesta.

Kuva Mittakaavatasoja
O
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
c | Lo
¥ I I I
< H, >
< Ho >
< Hs >

Kuva 8. Mittakaava on aina sama kuvatason suuntaisen tietylla etéisyydella olevan tason
sisdlla. Mittakaavan suuruus riippuu kameravaki osta ¢ ja kohteen etéi syydesta H

Viistokuvan tapauksessa tilanne on hieman hankalampi mittakaavan muuttuessa jatkuvasti
pitkin kuvaa, koska kohteita sasttaa olla seké lahella ettd hyvin kaukana horisontissa
Mittakaava kuitenkin séilyy milla tahansa suoralla, joka on kuvalla todellisen horisontin
suuntainen (kuva 9). Mittakaavaluku tallaisella suoralla on méritettavissa kaavalla [13],
[22]:

10



_(H-hjcos¢ _H-h

. = : (20)
csin(@+¢) ecosO

m,

miss&d H on lentokorkeus, h on kohteen maastokorkeus, 6 on kuvan kallistus, ¢ on
kameravakio, ¢ on todellisen horisontin suuntaisen mittakaavasuoran etdisyys kuvan
padpisteesta ja e on mittakaavasuoran kuvalta mitattu etaisyys todellisesta horisontista

toddlinen
horisontti

kameran optinen
aksdi

Kuva 9. Mittakaava sdilyy samana todellisen horisontin suuntaislla suorilla. Muun suun-
taidlla suorilla mittakaava vaihtuu jatkuvasti. [22]

2.10 Kollineaarisuus, kaksoissuhde ja yksiulotteinen projektiivinen muunnos

Keskusprojektiokuvien térked ominaisuus on, ettd kohteessa ndkyvén suoran viivan
projektio kuvalla on myds suora viiva [16]. Sama péatee my0s kaantéen eli kuvalla ndkyva
suora viiva vastaa tasaisessa maastossa suoraa viivaa. Sanaa kollineaarisuus kaytetdankin
kuvaamaan sitd, ettd projektiivisissa tasokuvioissa suorat vastaavat toisiaan. Kaytanndssa
korjaamattomilla kuvilla kollineaarisuus e kuitenkaan toteudu esimerkiksi linssin piirto-
virheiden takia, joista kerrotaan liséd kappaleessa 3.1.

Kollineaarisuuden perusteella voidaan siis verrata kohteen ja kuvan suoria viivoja
keskendén. Keskusprojektiossa janojen jakosuhde e kuitenkaan saily (kuva 10), joten
joudutaan etsimadn hieman monimutkaisempia yhteyksid. Ratkaisu on ns. kaksoissuhde,
jonka arvo sailyy keskusprojektiossa. Kaksoissuhteen voidaan sanoa olevan projektiivinen
invariantti [16]. Kuvasta 10 voidaan lukea seuraavat kolmioiden kaksinkertaiset pinta-alat
[16]:

11



AC-H =0A.OC -sin(AOC)
AD-H =0OA-OD -sin(AOD)
BC-H =0B-0OC-sin(BOC)
BD-H =OB-OD - sin(BOD)

(21)

Y htél6issa esim. merkintd AOC tarkoittaa janojen OA ja OD vdista kulmaa. Pisteiden A, B,
C jaD kaksoissuhde voidaan nyt supistaa:

AC  AD _sin(AOC) . sin(AOD)
BC "BD sin(BOC) sin(BOD)
[16], [3]

vakio. (22)

Lauseke siis riippuu vain sateiden valisista kulmistal Kuvasta 10 on nahtavissg, kuinka
tdman perusteella sama kaksoissuhde toimii myds kuvapisteille 4°, B’, C’ ja D’. Nyt
voidaan kirjoittaa[3]:

AC AD AC' AD'

: = : =vakio. (23)
BC BD B'C' B'D'

Yksiulotteisessa tapauksessa voidaan merkitd pisteiden A, B, C ja D koordinaattga
merkinnoilla  x,, X5, X, jax,, seka pisteiden A4°, B’, C’ ja D’ koordinastteja
X5, X5, %z jaX, . Nyt voidaan kaksoissuhde kirjoittaa auki [3]:

XC_XA.XD_XA_XC_XA.XD_XA (24)

Xe =X Xp—Xg  Xc—Xg Xp—Xg

C

Jos ratkaistaan yhtélo x; :n suhteen, saadaan lineaarinen murtofunktio

X, +Db,
Xp =0T (25)
a,Xp +b,
missa parametrit a,,a,,b,,b, ovat kolmen tunnetun koordinaatin pitkahkdja funktioita.
Parametrien determinantti ei saa ollanolla, jotta muunnos olisi myds kaéntden mahdollinen:

a b
a, b,

#0. (26)

Determinanttiehdon mukaan jompikumpi parametreista a,,b, = 0, joten yhtald voidaan
jakaajommallakummalla parametrilla. Yhtalo kirjoitetaan yleensa yleisessd muodossa:

x = X0 27)
a,x+1
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Kertoimet a,, a, jab, ovat ratkaistavissa, jos suoralta tunnetaan kolme pistetta. Yhtao on
lineaarinen ja muunnos olettaa sekéd kuvan, etta kohteen olevan tasainen. [16], [3], [10]

Kuva 10. Kohteessa oleva suora viiva kuvautuu keskusprojektiossa olevalla kuvalla
suoraks viivaks . Projektiiviset tasokuvat ovat kollineaarisa. [16]

2.11 Kaksiulotteinen projektiivinen muunnos

Edellisessd kappaleessa esitetty yksiulotteinen projektiivinen muunnos voidaan lagjentaa
kaksiulotteiseksi projektiiviseksi muunnokseksi. Muunnos olettaa maaston olevan taso,
joten kaavan kayttd maastokuvauksissa € ole perusteltua. Sen sijaan se sopii kuvatason
projisoimiseen toiseen asentoon tal suoriin projektioihin kartan kanssa. Kaksiulotteisen
projektiivisen muunnoksen lineaariset yhtéot voidaan kirjoittaa muodossa:

- 2X+by+e _ax+by+c
X+by+c. X+by+1
ésx"' ‘3y+ 3 a 3y . 28)
V- a,xX+hb,y+c, _ a,X+b,y+c,
a;x+byy+c, ax+by+1

Parametrien determinantti ei saa ollanolla, jotta k&anteismuunnos olisi my6s mahdollinen:

a b c
a, b, c,|=0. (29)
a, b, ¢

Yhtal6 voidaan jakaa jollain parametreista a,, b, tai c,, koska ne kaikki eivét saa olla nollia
determinanttiehdon mukaisesti [16]. Tapausta, jossa determinantti olisi nolla, kutsutaan
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singulaariseksi. Yleensa yhtdlot jaetaan c,:lla, kuten kaavassa 28. Kaksiulotteinen projek-

tilvinen muunnos on ehka helpointa johtaa seuraavassa kappaleessa esitettavista kollineaari-
suusyhtéldista olettamalla maasto tasoksi. Talla perusteella onkin 10ydettévissé seuraavia
yhteyksia projektiivisen muunnoksen jakuvan orientointisuureiden valille:

ai = KXol = Zoly

bi = Xolay = Zolp

Ci = Zo (g Xy + Ip Yo +115€) = X (M3 X + I Y +I55C)

a‘z =Yols = £yl

b‘z =Yols —Zolp, (30)
C‘z =Z, (I Xy + 1Yo +1550) = Yo (I Xy + 15 Yo + 55C)

=TI

D

31

b

Cy =—TyXy =I5 Yo —I35C,

=Iy

w

missa r,,...r,; ovat kolmiulotteisen kiertomatriisin elementtgjd, (x,,y,) kuvan pépiste, c

on kameravakio ja (X,,Y, jaZ,) projektiokeskuksen koordinaatit kohdekoordinaatistossa
[15]. Jakolaskun johdosta pétevéat seuraavat yhteydet kertoimille:

aﬁ%,bﬁ%,jne (31)

Kaksiulotteisen projektiivisen muunnoksen parametrit voidaan etsia myds tunnettujen
pisteiden avulla. Parametrit ratkeavat, jos tunnetaan neljan pisteen kohde- ja kuva
koordinaatit.

2.12 Kollineaarisuusehto ja -yhtalot

Kollineaarisuusehdon mukaan projektiokeskus, kuvapiste ja kohdepiste sijaitsevat samalla
suordla [15]. Kollineaarisuusehtoon perustuvat kollineaarisuusyhtéalét, joiden avulla on
mahdollista ratkaista useat fotogrammetriset tehtavat. Kaytannon tehtévissa on kuitenkin
muistettava korjata kuvalta linssivirheet, koska niiden takia kollineaarisuusehto ei toteudu
korjaamattomilla kuvilla.

Kollineaarisuusyhtédiden avulla voidaan tehda muunnos kohteesta kuvalle [19]:

X—Xp _ rll(x B Xo) + er(Y _Yo) + r31(Z B Zo)

72—z, r(X=X)+rs(Y=Y)+r,(Z-Z,)
Y=Yy (X=X )+r,(Y=Y,)+r1,(Z-2,)

Z— 72 I’ls(X—X0)+I’23(Y—Y0)+I’33(Z—ZO)

(323

seka kaantden kuvalta kohteen avaruussuoralle:
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Xo Fy (X=Xg) + 1 (Y= Vo) + 15(2-2,)

Z, Ty (X=X,)+Tr,(Y—Y,) +1x(2—-2,)
Yo _ er(x—xo)+r22(y—y0)+r23(z—zo) .

Zy  Tu(X=%0) + T (Y= Yo) +155(2—2)

(32 b)

X -
Z—
Y -
Z -

Yhtaloissa r,,...r,, ovat kiertomatriisin elementit, (Xo, Yo, Zo) kameran projektiokeskuksen

koordinaatit, (X, Y, Z) maastopiste, (xo, Yo) kuvan péépiste, (x,y) kuvapiste ja (z-zo) on
kameravakio*(-1) (= -c). Kiertomatriisista kerron tarkemmin toisessa erikoistydsséni
“Kiertomatriisi” [17]. Kollineaarisuusyhtélot eivét ole lineaarisia.

O
z=-c y

4

ZA

X

»
»

Kuva 11. Kollineaarisuusehdon mukaan projektiokeskus (O), kuvapiste (p) ja kohdepiste
(P) ovat samalla suoralla.

3 Kuvien geometriset korjaukset

Laskuissa tulee ottaa huomioon korjauksia kuvien geometriaan, jotta voitaisiin kayttéa
teoreettisia perspektiivikuvan yhtdoita Tarkeimmat korjaukset ovat linssivirhe-, maan-
kaarevuus seka refraktiokorjaukset.

3.1 Linssivirheiden korjaus

Linssivirheet aiheuttavat sen, ettd projektiivisen geometrian mukainen kollineaarisuus ei
séily eli kohteen suorat viivat eivéat ole suoria kuvalla. Korjaamalla virheet pyritéén mah-
dollisimman lahelle virheetontd keskusprojektiokuvaa, jotta laskukaavat pétisivdt. Ama-
toorikameroissa linssivirheet saattavat olla niin huomattavia, etté ne haittaavat jo visuaalis-
takin vaikutelmaa (kuva 3). Mittakameroissakin esiintyy aina jonkin verran linssivirheita
On selvaa, etta linssivirheet heikentavat merkittavasti kuvien mittaustarkkuutta. Viisto-
kuvissa linssivirheiden vaikutus on vield korostuneempi kuin pystykuvissa, koska lahella
horisonttia mittakaava on niin pieni, etta pienetkin havaintovirheet aiheuttavat suuria
maastovirheita

Linssivirheet voidaan jakaa kahteen p&dryhmaan: tangentiaaliseen ja radiaaliseen piirto-
virheeseen. Tangentiaalinen piirtovirhe johtuu yleensa linssien asennusvirheistg, kun lins-
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sien optiset akselit eivét olekaan tarkalleen yhdensuuntaisia Radiaalinen piirtovirhe syntyy
linssin taittaessa tal suurentaessa valonsadetta reunoilla eri tavoin kuin keskella
Radiaalinen piirtovirhe yhden linssin tapauksessa on matemaattisen optiikan ominaisuus,
koska kuvan terdvyys ja radiaalinen piirtovirhe ovat osittain vastakkaisia vaatimuksia [4].
Useamman linssin jarjestelmalla voidaan piirtovirhe saada kuitenkin hyvin pieneksi.
Radiaalinen piirtovirhe Ar voidaan korjata kaavalla

Ar=Ar*+Ar°+Ar’+.., (33

misséd A - A, ovat kameran kalibroinnista saatavia parametrgja jar on tarkasteltavan pisteen
etdisyys kuvan padpisteesta. [20] Radiaalinen piirtovirhe jakaantuu koordinaattiakselien
kesken sen mukaan, mikd on kohdepisteen (X, y) ja kuvan pé&dpisteen (Xo, Yo) kautta
kulkevan suoran ja vaakapédsuoran vadlinen kulma. Kulmaa laskettaessa téytyy tarkistaa,
etta tulos on halutussa neljanneksessa. Muuten korjausten etumerkit menevét vaarin.
AX=Arcosa , Ay =Arsina, o :arctan% (34)

0

Tangentiaalisen piirtovirheen vaikutus kuvakoordinaatteihin on

Ax=(P(r? +2x*) + 2P, xy)(1+ Pr? + P,r* +..) (35)
Ay = (2Pxy+ P, (r? + 2y*))(L+ Pr? +P,r* +..)
[20]

Radiaalisen piirtovirheen vaikutus on yleensa huomattavasti suurempi kuin tangentiaalisen
piirtovirheen. Usein riittd8kin pelkdn radiaalisen piirtovirneen huomioiminen. Linssivirhei-
den kohdalla on lisdksi huomattava, ettd virheet ovat riippuvaisia kameran polttovalista.
Kameran polttovalin vaihtuminen zoomatessa muuttaa myds linssivirheita

Kuva 12. Vasemmalla on digitaalisella kameralla otettu kuva, jota € ole poigettu
linssvirhata. Tarkaselemalla seind- ja ikkunanpuitelinjoja on helppo havaita vaarisyma.
Oikealla olevasta kuvasta on poi gettu radiaalinen piirtovirhe.

3.2 Maankaarevuus

Fotogrammetriset projektiiviset yhtalot olettavat maanpinnan tasoksi suorakulmaisessa
Euklidisessa avaruudessa, eivétka ellipsoidiksi tai ellipsoidin karttaprojektioksi, johon on
liitetty korkeustieto [6]. Pienilla etéisyyksillatasta el aiheudu suuriavirheitd, mutta kaukana
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oleville kohteille vaikutus voi olla suuri. Teoreettisesti pitéisi olla selvilla karttaprojektion
ta geodeettisen koordinaattijarjestelman ja fotogrammetrisen mittaustason vélinen
muunnos, jotta saavutettaisiin paras mahdollinen lopputulos. Lisdks kaytetyt korkeus-
jarjestelmét saattavat poiketa paikallisesti toisistaan. Erikoistydssani on kuitenkin kaytetty
vain likiméaraisia ratkaisuja maankaarevuuden korjaamiseksi, koska erilaisten geodeet-
tisten jérjestelmien ja projektioalgoritmien selvittdminen lagentaisi tyoté liikaa.

3.2.1 Maankaarevuuden vaikutus

Maankaarevuuden vaikutus AE voidaan laskea likim&arin kohteen etdisyyden avulla:

AEzA?R, (36)

missé A on kohdepisteen ja l&htOpisteen vélinen etéisyys pitkin maanpintaa ja R on maan
sade (kuva 13). [8] Vaikutus suoraan pystykuvahavaintoihin (kuva 14) voidaan laskea
kaavasta:

3
d = 2rc:|R’ S

misséd r on nakyvan pisteen etdisyys padpisteestda, H on kameran projektiokeskuksen
korkeus, ¢ on kameravakio ja R on maan sé&de [12]. Korjauksen suunta on kohti nadiiria.
Téllaista radiaalista korjausta e voi tehda viistokuvalle, vaan korjaus on riippuvainen
kuvan kallistuksesta.

R

Kuva 13. Maankaarevuuden vai kutus etéi syydella A olevaan kohteeseen. [ 8]
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Kuva 14. Maankaarevuuden vai kutus pystykuvauksessa kuvahavaintoihin. [12]

Pystykuvilla maankaarevuus korjataan séteittéisesti kuvan paapisteeseen nahden, jolloin
voidaan kayttdd samoja yhtdloitd kuin linssivirheiden korjaamisessa (kaava 34).
Viistokuvilla maankaarevuus on korjattava sateittdisesti kuvan nadiiripisteeseen nahden.
Y htél6t esitetddn kappaleessa 3.3.2 (kaava 54).

3.2.2 Maankaarevuuden vaikutus horisontissa

Kaikkein suurimman vaikutuksen maankaarevuus aiheuttaa horisontissa. Kappaleessa 2.4
esiteltiin termit todellinen ja nékyva horisontti. Maankaarevuus on merkittavin tekija ndiden
kahden horisonttityypin valisessa poikkeamassa. Likiarvoinen maankaarevuuden aiheut-
tama kulma 6, horisonttien vdille (kuva 15) saadaan radiaaneina kaavasta

V2RH + H?

0 =actan———, (38)
R

m

missd R on maan sade ja H on kameran korkeus. Kulmaa 6, vahennettyna refraktion
vaikutuksella merkitdan usein myos symbolilla d (dip angle) (kulma 6, kuvassa 1). Kaava
on johdettavissa kuvan 15 mukaisesta geometriasta:

LZ'
tan@m Z?, (39)
missa
LZ =/(R+H)*-R? . (40)

Koska kulma 6, on radiaaneina aina pieni ja H on paljon pienempi kuin R, kaava voidaan
kirjoittaa likimaérin

18



0 ~ |—. (41)

L Z toddllinen horisontti

nakyva horisontti

maa

maan keskipiste

Kuva 15. Maankaarevuuden aiheuttama poi kkeama todelli sen ja nékyvan horisontin valille.

3.3 Refraktion vaikutus

Refraktio eli séteen taipuminen ilmakehdssa johtuu siitg, ettd ilmakehd ei ole homo-
geeninen. IImakehd muodostuu useista kerroksista, joilla on eri tiheyksia. Snellin lain
mukaan valonsade taittuu kohdatessaan eri tiheyksisten aineiden rgjapinnan. Menetelmia
refraktion korjaamiseksi on lukuisia, joista esitén tydsséni muutamia.

3.3.1 Pystykuvauksiin soveltuva refraktiokorjaus

Vain pystykuvauksiin tarkoitettu refraktiokorjaus, joka kertoo virheen radiaalisen vaikutuk-
sen kuvahavaintoihin (dr) (kuva 16) voidaan laskea kaavasta

c

d = K(r +r—zJ (42)

misséd r on etdisyys kuvan padpisteesta ja ¢ on kameravakio. Muuttuja K vaihtelee
séaolosuhteilden mukaan. Standardi-ilmakehéan tapauksessa se voidaan méaarittéa

2
K =0.00241 — A -— " : (43)
H?-6H +250 H(h®-6h+250)

missa kameran korkeus H ja kohteen maastokorkeus h ovat kilometreind merenpinnasta
Kerroin K on ARDC:n (Air Research and Development Command of the US Air Force)
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vuonna 1959 kehittdman ilmakehdmallin mukainen ja on suunniteltu sen mukaan, etta
valonsade kulkisi 45 asteen kulmassa ilmakehan |&pi. Korjaus kuvan x- ja y-koordi-
naattethin saadaan laskettua

(44)

(8], [14], [12], [18]

negatiivi

proj ektiokeskus

maanpinta
77"

A

v datum

Kuva 16. Vaakakuvauksessa tapahtuva kuvaussiteen taipuminen ilmakehassa [8] .

3.3.2 Refraktiokorjaus seka pysty- ettéd viistokuville

Gyer esittda mallin refraktiokorjaukselle, joka toimii seka pysty- etta vaakakuvauksissa
[19]. Pystykuvauksille tarkoitetuissa malleissa tarkkuus e enda ole riittava yli 60 asteen
kulmissa. Gyerin mallissa valonséteen zeniittikulma voi olla nollan ja 90 asteen vdlilla ja
ilmakeha oletetaan muodostuvan pallomaisista kerroksista. Kameran ja kohteen vélisia
suhteita esitetddn polaarikoordinaateissa. Refraktiokulma (katso kuva 17) voidaan laskea

kaavalla
tangc{{::_c} - Cosﬂc} _Sinﬂc

tanR, = : (45)
tand_ sin g, + {r—CJ —COoSp,
r
¢}
missa ¢, on taipuneen valonsateen zeniittikulma kameran polttopisteessa,
r.=r +h (46)
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ry=r,+h, (47)

%1 “1sinc . % k
=|—tan{dr = |— dr = dr. 48
. {r = st h[r s (48)

Kaavoissa r, on maan sade, { on taipuneen valonsdteen zeniittikulma missa tahansa
valonsdteella kohteen ja kameran projektiokeskuksen valissa, h, on kameran korkeus, h,

on kohteen korkeus, dr =d(r, + h) =dh, S, on kulma kohteesta maan keskipisteen kautta
kameran projektiokeskukseen seka

~ 0.000011036 €

= (49)

n=1+ 0.000078831?p

T on lampétila kelvineind (*K ) ja p on paine millibaareina. Yhtalon jalkimmaéainen termi
voidaan jéttéa huomiotta, koska sen vaikutus on niin pieni (e on osittainen kaasupaine
millibaareina). Vakio k tulee ympyraméisesti kerrostuneeseen ainekseen sovelletusta
Snellin laista:

nrsing =nr sing, =n.r sing, =k=vakio (50)

Kulman g, laskemisessa tarvittava integraali voidaan ratkaista numeerisin menetelmin.
Integroitava alue jaetaan riittavan pieniin osaintegraaleihin:

hc k i=w1hi+1 k izwlhi+1

% _dh~ __* __ _dh- SN E—T (51)
ﬁ[r n’r? —k? Z’ ;‘[ rynir? —k? ; ;‘[ r rz—(LJZ
n

missa
h, —hg

h=h,+(@-9
m-1 (52)

Jos viela oletetaan n:n olevan vakio jokaisessa integrointivalissg, voidaan integraali rat-
kaista:

k
i=m-1Ms1 _ i=m-1 h i=m-1
Z I#dhz Z cos™? KMl Z cos™ k. —cos™ K .
i=1 h 2 i=1 r]ir hi i=1 r]iriJrl r]iri

(53)

,

—

N

|
VR
S |=
N—

Numeerinen menetelma on riittévan tarkka, kunhan osaintegraalien integrointivalit valitaan
riittavan pieniksi.
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IImakehan refraktiokorjaus voidaan tehda myos karteesisissa koordinaateissa téssa esitetyn
polaarikoordinaatiston sijaan. Talldin Gyer olettaa ilmakehdn muodostuvan tasomaisista
kerroksista [19]. Jos kuvauksen kallistus on yli 60 astetta, Gyer kuitenkin suosittelee téssa
esitettyd menetelm&i. Refraktion vaikutusta korjattaessa kuvalta on ensin syyta poistaa
linssivirheiden aiheuttamat virheet (kappale 3.1).

Kameran
proj ektiokeskus

Kuva 17. Tai puneen séteen geometriaa pallomaisesti kerrostuneen ilmakehan tapauksessa.
[19]

Refraktion vaikutus kuvalla on séteittéinen suhteessa kuvan nadiiripisteeseen. Korjaukset
kuvakoordinaatteihin voidaan tehda seuraavasti (kuva 18) [19]:

Xyorjattu = Xnavait —%&i (54 @)

Yiorjati = Yhavaitu Wé‘a, (54 b)

missa

sa=a- 29 ~R) (55)
sin(e +5.—R.)

o X, (% = Y + Yo (Yo = Yomar) )

- 2 2 2 2 2
\/Xn +Yy,+C \/(Xn - Xhavaittu) + (yn - yhavaittu)
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a= \/(Xn - Xhavaittu)2 + (yn - yhavaittu)2 J (57)

seka

b=x>+y>+c*. (58)

Kuvan nadiiripiste ( X,, y, ) on laskettavissa kaavan 18 avullaja c tarkoittaa kameravakiota

projektiokeskus (O)

kuvanadiiri

o } kuvan pazpiste (p)

refrakti okorjaus da —

nadiiri (n)] % kohdepiste

Kuva 18. Refraktion korjaus kuvakoordinaatte hin.

3.3.3 Yhdistetty refraktion ja maankaarevuuden vaikutus ndkyvaan
horisonttiin

Refraktion vaikutus horisontissa on péainvastainen kuin maankaarevuuden vaikutus (kuva
19). Mitattaessa nakyvaa horisonttia kuvalta voidaan kayttda standardi-ilmakehan tapauk-
sessa refraktiokorjauskerrointa Kn=0.9216 [ 22].

Todédllinen hori sontti

Kuva 19. Refraktion vai kutus nékyvan horisontin sjaintiin kuvalla. Kun maankaarevuuden
vuoks kulma horisonttien valilla kasvaa, sateen tai pumisen takia kulma pienenee.
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Lopullinen eri horisonttien valinen kulma 6, radiaaneina saadaan yhdistamalla refraktion
jamaankaarevuuden vaikutus:

V2RH + H?

0, = Ky arctan~=—_——, (59)

missa K, on edellisessa kappaleessa esitetty refraktiota korjaava vakio horisontille (stan-

dardi-ilmakehélle 0.9216), R on maan sade ja H on kameran korkeus. Likiarvoisena sama
voidaan kirjoittaa:

[2H
HZth ? (60)

Sijoittamalla kaavaan standardi-ilmakehén refraktiokorjaus 0.9216, maan keskimaaréinen
séde 6371000 m ja muuntamalla radiaanit sekunneiksi saadaan yhtdd sievennettya
muotoon

0, =106.5VH . (61)

Tulos on siis kaarisekunteina ja kuvauskorkeuden H tulee olla metreissa. Kaarisekunnit on
helppo muuttaa asteiksi, kun muistetaan, etté 1 aste on 60 kaariminuuttiaja 1 kaariminuutti
on 60 kaarisekuntia. Tulos muutetaan siis asteiksi jakamalla 3600:11a. [22]

Kameran korkeus metreind | @, asteina
1 0.030
15 0.036
3 0.051
5 0.066
10 0.093
20 0.132
30 0.162
40 0.187
50 0.209
100 0.300
500 0.662
1000 0.936
2000 1.323
3000 1.620
4000 1.871
5000 2.092
10000 2.958

Taulu 1. Esmerkkga todellisen ja ndkyvan horisontin valissd kulmiga eri kamera-
korkeukdlle.
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LIITE 1. Kuvan pakopisteiden maarittaminen

Kohteen yhdensuuntaiset suorat kohtaavat pakopisteissa Vi, V2 ja Vi. Kohteen pystysuorien
suorien pakopistettéa kutsutaan nadiiripisteeksi, jos kameran téhtdysakseli osoittaa
horisontin alapuolelle. Jos tahtaysakseli osoittaa horisontin ylgpuolelle puhutaan zeniitista.

Todédllinen hori sontti
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LIITE 2. Kuvan paapisteen maarittdminen pakopisteiden avulla

Kuvan péapiste (p) yhtyy pakopisteiden Vi, V> ja V3 muodostaman pakopistekolmion
ortosentriiniin eli korkeusjanojen leikkauspisteisiin. Korkeusjana piirretdan kohtisuorasti
kolmion sivuun ndhden siten, etta se kulkee vastakkaisen pakopisteen kautta.

Kuvan paapystysuora

Paapige (p)

28



LIITE 3. Kuvan isosentripisteen etsminen graafisesti

Todellisella horisontilla sijaitsevien pakopisteiden V; ja V. kautta piirretdan ympyra, jonka
keskipiste sijaitsee myo6s horisonttiviivalla. 1sosentripiste on ympyran kaaren ja padpysty-
suoran leikkauspisteessa. Vastaavalla tavalla voitaisiin mé&arittdd myds kahdella muulla
korkeusjanalla sijaitsevat isosentripisteet.

I sosentripiste (i)
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LIITE 4. Kameran polttovalin mé&arittdminen graafisesti

Piirretddn kuvan péévaakasuora, joka on kohtisuorassa pédpystysuoraa vastaan ja kulkee
kuvan paapisteen kautta. Piirretddn ympyra, jonka keskipiste on horisontin ja padpysty-
suoran leikkauspisteessa. Ympyran sade valitaan niin, etta ympyran kaari kulkee iso-
sentripisteen kautta. Ympyran kaaren ja padvaakasuoran leikkauspisteen etéisyys kuvan
padpisteesta vastaa kuvan projektiokeskuksen ja kuvatason vélista etéisyytta eli kameran
polttovdlia

todellinen horisontti

isosentripiste

paapystysuora




LIITE 5. Perspektiivisen kohteen isosentriprojektion graafinen maarit-
taminen

I sosentriprojektiolla voidaan perspektiivinen kuva projisoida samaan mittakaavaan, jolloin
saadaan kohteesta tasoprojektio. |sosentripisteestéa vedetédén kohteen nurkkien kautta suorat.
Valitaan yksi nurkka, jonka mittakaavassa projektio tehdaan. Piirretd8n isosentripisteesta
suorat pakopisteisiin (k). Kohteen sivun pituus méaéraytyy, kun suoran (k) suuntainen
valitusta nurkasta l&hteva suora leikkaa isosentripisteesta piirretyn viereisen nurkan kautta
kulkevan suoran.

Kohteen isosentriprojektio
paljastaa kohteen

. / pohjapiirustuksen

Kohteen nurkan mittakaava
on valittu i sosentriprojektion
mittakaavaks

| sosentripi steesta kohteen
nurkkien kautta piirrettyja
suoria

I sosentripiste (i)
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